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Uber die direkten Produktzerlegungen einer Gruppe
in direkt unzerlegbare Faktoren.
Von

Hans Fitting in Gottingen.
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Einleitung.

In dieser Arbeit handelt es sich um Gruppen (mit oder ohne Ope-
ratoren), in denen der Doppelkettensatz fiir die Normalteiler vorausgesetzt
wird. Ist von Gruppen schlechthin die Rede, so sind immer solche von
der genannten speziellen Art gemeint. Fiir diese Gruppen wird eine Neu-
begriindung und Erginzung der Theorie der direkten Produktzerlegungen
in direkt unzerlegbare Faktoren (,,Remaksche Zerlegungen®) gegeben,
welche auf der — im folgenden mit F zitierten — Abhandlung des Ver-
fassers: Theorie der Automorphismenringe Abelscher Gruppen und ihr
Analogon bei nichtkommutativen Gruppen [Math. Annalen 107 (1932),
S.514—542] aufbaut. Die Darstellung ist jedoch so gehalten, da8 ein
Verstindnis des folgenden auch ohne Kenntnis von ¥ moglich sein wird,
da die wichtigsten aus F tibernommenen Hilfsmittel und Begriffe teils im
Text, teils in FuBlnoten noch einmal kurz hergeleitet bzw. erklirt werden.

Im Mittelpunkt steht ein neuer, besonders einfacher Beweis des
Krull-Schmidtschen Satzes, daB eine Gruppe (von der in dieser Arbeit
betrachteten speziellen Art) bis auf zentrale Isomorphie eindeutig als
direktes Produkt direkt unzerlegbarer Untergruppen dargestellt werden
kann (§2). Dieser Beweis wird durch sukzessiven Ersatz der Faktoren
einer Remakschen Zerlegung & = §, X ... x §,, durch die einer anderen
® = K, X...x 8, gefithrt. Die Moglichkeit eines solchen Ersatzes wird —
nachdem jedes H, €9, in seine Q-Komponenten H, = K,, e Koy,
jedes K, € R, in seine $-Komponenten K, = H,, -... - H,,, zerlegt worden
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ist — durch Betrachtung der » aus den beiden Isomorphismen
Juow=H, - K,,, J,, = K, - H,, [siche Fufinote )] zusammengesetzten
Automorphismen @, = J,,-J,, von $, [siche FuBnote *)] nachgewiesen.
Es stellt sich heraus, daB die @, ,,normal® [siche FuBinote ®)] und ,,addier-
bar* sind [siehe FuBnote ®)] und daB die ,,Summe* X' 0, [siehe FuBinote *)]

der identische Automorphismus von $,, also ,,eigeflﬂich“ ist [siche FuB-
note 3)]. Der springende Punkt des Beweises ist die aus den Resultaten
_von F leicht zu gewinnende Erkenntnis, daf mit der Summe X6, auch
einer der Summanden (etwa ©,) und mit ihm auch jeder der Iso-
morphismen J,,, J,, eigentlich sein muB, was mit der Austauschbarkeit
der Faktoren $, und K, dquivalent ist! Hiermit ist der Schmidtsche
Austauschsatz gleichzeitig mitbewiesen (§3). AnschlieBend wird die —
in dieser Allgemeinheit meines Wissens noch nicht behandelte — Frage
nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die absolute
Eindeutigkeit der Remakschen Zerlegungen untersucht, die sich unter
Benutzung der in F entwickelten Theorie vollstindig erledigen a8t (§4).
Eine Gruppe besitzt stets dann und nur dann eine einzige Remaksche
Zetlegung ® = $, X ... X $,, wenn fir x4 = » alle ,normalen” $,H,
Isomorphismen [sieche FuBnote *)] §, auf das Einheitselement von $, ab-
bilden. Als Spezialfall ergibt sich als hinreichende aber nicht notwendige
Bedingung, daf homomorphe Abbildungen von & auf Untergruppen 3
des Zentrums von ® nicht méglich sind, wenn 3 mehr als das Einheits-
element enthilt; dies ergibt sieh auch unabhingig von dem allgemeinen
Kriterium direkt daraus, daB die Gruppe unter der gemachten Voraus-
setzung neben dem identischen Automorphismus keine eigentlichen, zentralen
Automorphismen @ mehr besitzen kann, da bei einem solchen die Zuordnung
A+ A4.-(A0)~1 — wegen 4-(A60) - B-(BO)y*= A-B-(40-BO)™* —
eine homomorphe Abbildung von & auf eine Untergruppe des Zentrums
ist. In diesem Zusammenhang findet auch der merkwiirdige von Herrn
Speiser 1) hervorgehobene Dualismus zwischen Zentrum und Restklassen-
gruppe nach der Kommutatorgruppe (siehe unten Satz 8, § 4) eine einfache
Erklirung: In beiden Fillen dieses Dualismus, bei dem Gruppen ohne
Zentrum solchen Gruppen gegeniiberstehen, die mit ihrer Kommutator-
gruppe iibereinstimmen, sind die Remakschen Zerlegungen absolut ein-
deutig bestimmt, weil kein Automorphismus existiert, welcher die Gruppe
auf eine von der Einheitsgruppe () verschiedene Untergruppe 3 des
Zentrums abbildet [siche FuBnote ?)], da ein solcher eine homomorphe
Abbildung der Restklassengruppe nach der Kommutatorgruppe auf 3
vermitteln wiirde. Zum SchluB wird eine naheliegende Ausdehnung der

1) A. Speiser, Theorie der Gruppen endlicher Ordnung, 2. Aufl. (1927), 8. 136.
Mathematische Zeitschrift. 39. 2
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Theorie auf direkte Produktzerlegungen in W-charakteristische und M-
charakteristisch direkt unzerlegbare Faktoren gegeben, wobei I eine be-
liebige Menge von Gruppenautomorphismen bedeutet, es gelingt dies miihelos
durch Adjunktion von Mt zum (eventuell auch leeren) Operatorensystem der
Gruppe.

§1.
Hilfshetrachtungen.

Der neue Beweis, der in §2 fiir den Krull-Schmidtschen Satz gegeben
werden soll, stiitzt sich auf vier Hilfssitze aus F, die wir in diesem
Paragraphen in einer fiir die speziellen Zwecke dieser Arbeit abgeéinderten
Fassung noch einmal, z T. auch — vor allem den dritten (Peircesche
Zerlegung) — wesentlich einfacher als in F beweisen. Unmittelbar finden
von diesen Hilfssédtzen beim Beweis des Krull-Schmidtschen Satzes iibrigens
nur der zweite und vierte Verwendung; der erste und dritte werden nur
in diesem Paragraphen beim Beweis des zweiten und vierten benutzt.

Hilfssatz 1 (F, §16, Hilfssatz 1). & und £ seien zwer Gruppen
mit demselben Operatorensystem. J sev ein K Q-Isomorphismus und |* ein
Normalteiler von K. Ist der durch J induzierte K* 8-Isomorphismus J*
etgentlich ®), so vermattelt J eine direkte Produktzerlegung K = K% x |%*,
wo K/** qus allen Elementen K** € & besteht, die durch J auf dos Einheits-
element E von 8 abgebildet werden: R**J = E.

Beweis. Zunichst ist 8** nach dem Homomorphiesatz Normalteiler
von K. Ferner haben &* und &** nur das Einheitselement von & gemein, so
daB |*- /%% = K% x ]** C & gilt. Setzt man fiir ein beliebiges Element
Ke& (KJ)J* ! = K*, K-K*¥—1 = K** g0 ist K* ¢ 8%, K** ¢ {%*
und K = K*.K** woraus & = K* X &** folgt.

Hilfssatz 2 (F, § 16, Hilfssatz 2). 9, &, £ seien dres direkt wunzer-
legbare Gruppen mit demselben Operatorensystem. Ist J, ein $ K-Iso-
morphismus, welcher $ auf einen Normalteiler * = $ J, von | abbildet,
J, rgendein K L-Isomorphismus, und J, der aus J, und J, zusammen-
geselzte $ 8-Isomorphismus H — (HJ,)J, = J;, so sind mat J, auch J,
und J, eigentlich.

2) Nach F, § 2 wird bei Gruppen $ und & mit demselben Operatorensystem
unter einem Isomorphismus (genauer § K-Isomorphismus) eine operatorhomomorphe
Abbildung von $ auf eine Untergruppe & von R verstanden. Ein solcher heiBit
eigentlich, wenn er § einstufig isomorph (umkehrbar eindeutig) auf die volle Gruppe &
(& = R) abbildet, sonst uneigentlich. Im Fall § = K werden die $ K-Isomorphismen

nach F, §3 auch Automorphismen von $ genannt, bei denen wieder eigentliche
und uneigentliche zu unterscheiden sind.
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Beweis. 1. Sicherlich ist der durch J, induzierte &* 8-Isomorphismus
J* eigentlich, was nach Hilfssatz 1 wegen der direkten Unzerlegbarkeit
von & zu 8&* = $J, = & und J§ = J, fithrt, also ist J, eigentlich.

9. Da $J, =K gilt und J, eine wumkehrbar eindeutige Abbildung
ist, weil ja sonst J, gewiB nicht eigentlich sein konnte, ist auch J,
eigentlich.

Hilfssatz 3 (F, §4, Satz II). Jeder normale®) Automorphismus ©
einer Gruppe ® fiihrt zu einer direkten Produktzerlegung ® = &% X G** (die ich
in F, §4 die durch © erzeugte verallgemeinerte Peircesche Zerlegung von &
genannt habe), fir ein hinreichend grof gewdhltes n wird G* = 6O und
&** die aus allen Elementen G** mit der Eigenschaft G**O" = E (Ein-
heitselement) bestehende Gruppe.

Beweis. Wihlt man # so groB, daf in der absteigenden Kette
GRL6026602 ... 266002...: 60" = GO, also auch
(6 O7) O = GO ausfillt, was wegen des vorausgesetzten Doppelkettensatzes
(siehe Einleitung) gewi méglich ist, so ist der von dem 6 GO"-Iso-
morphismus @» induzierte Automorphismus ©* des Normalteilers G 6" = G*
von & nach F, SatzI, §4*) eigentlich, woraus die Behauptung nach
Hilfssatz 1 unmittelbar hervorgeht.

Hilfssatz 4 (vgl. ¥, § 14, Satz 7). Wenn die Summe addierbarer °)
und normaler Automorphismen O,, . . ., O, einer direkt unzerlegbaren Gruppe &
eigentlich ist, so ist auch einer der Awtomorphismen O, ..., 0, eigentlich.

3) Bei Normalteilern $ und & derselben Gruppe & heiit allgemein ein $ K-

Isomorphismus J normal (beziiglich &), wenn die Bedingung
G1.HJ.G=(@'-H-&J, Ge€®, HEH

erfilllt ist, d. h. die inneren (absoluten) Automorphismen mit zu den Operatoren

der Gruppen gerechnet werden.

4) Es handelt sich um die Tatsache, daB ein normaler Automorphismus &*
einer Gruppe ®* (mit Doppelkettensatz fir die Normalteiler!) immer schon dann
eigentlich ist, wenn &* @* — ®* gilt. — Der Beweis ergibt sich sofort durch
Vergleich der ,,Hauptreihenlingen*.von G* und 6%/G}, wo G} die Gruppe aller
von @* auf die Einheit % abyebildeten Elemente von &* bedeutet, offenbar muff

% = (E) s°in.

%) ,,Addierbar menne ich nach F, §9 mehrere Automorphismen @}, 6,
cinzr Gruppe ®, wenn die ,,Addierbarkeitsbedingung® erfillt ist, daf die Gruppen
6 @1, -+ 66, zu je zwei elementweise miteinander vertauschbar sind. In diesem
Fall verstehe ich unter der ,,Summe @ ks 6, den Automorphismus
O +...+ 6, =G06->G06 TR GO,. Das ,-Produkt** zweier Automorphismen ©
und 77 wird wie iiblich als der aus © und I7 zusammengesetzte Automorphismus
OI = § - (@O)IT erklirt. Bei additiver und multiplikativer Verkniipfung im
eben definierten Sinne bilden die normalen Automorphismen [s. Anm. 3)] einen so-
genannten ,,verallgemeinerten Ring® (F, §5): den ,,Automorphismenbereich® der
Gruppe (F, §9), dessen Theorie der Gegenstand von F ist.

A
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Beweis. Wegen des Assoziativgesetzes
0, +60,+...+6, = (0, +6,) +6,)+6,) + ...
(siehe Anm. 5 bzw. F, §5 und 9) diirfen wir uns von vornherein auf den
einfachsten Fall » = 2 beschriinken.

Setzen wir (0, + 6,)~1 = @, so wird 6 (0, + 0,) = 06,4006, der
identische Automorphismus 4 — 4 von G, den wir genau wie in F(§10)
mit P, bezeichnen: 060, 06, = P,.

Wir machen nun die ad absurdum zu fiihrende Annahme, 6,, 0, seien
entgegen unserer Behauptung beide uneigentlich. Zunichst miiBten dann
00, und 00, ebenfalls uneigentlich sein, da sonst 6—1(06,) = O, oder
6-1(00,) = 0O, cigentlich wire (vgl. auch Hilfssatz 2). Auf Grund des
Hilfssatzes 3 schlieBen wir hieraus, daf @6, und 06, nilpotent wiren,
d. h. fiir ein hinreichend groBes » der Gleichung

6(00,) = 6(00,) = (E) oder (OO = (00, = P,
geniigen wiirden, wo P, den ,Nullautomorphismus“ 4 — E von & be-
zeichnet (siehe F, §10). Wegen der aus 60, 00, = P, folgenden
multiplikativen Vertauschbarkeit von @O, und @0, hitte dies aber

2n
P, = P = (00, + 00,0 = Y () (00706, = P,
=0
zur Folge, was offenbar ein Widerspruch ist. @, und €, konnen also
nicht beide gleichzeitig uneigentlich sein.

AnschlieBend beweisen wir noch einen fiinften Hilfssatz, der — obwohl
er beim Beweis des Krull-Schmidtschen Satzes nicht gebraucht wird —
an dieser Stelle noch mit eingefiigt werden soll, da er sonst in dieser
Arbeit hiufig benutzt wird.

Hilfssatz 5. Bet verschiedenen Faktoren D Dy etnes direkten Pro-
duktes © = $, X ... X Dy, st ein 9, H,-Isomorphismus J stets dann wnd
nur dann normal [beziiglich ®, sieche Anm. 3)], wenn 9. durch J auf
eine Untergruppe 3, des Zentrums von $,, also auch des Zemtrums von &
abgebildet wird.

Beweis. 1. Ist J normal, so ist $uJ im Zentrum von $, enthalten,
da fiir jedes H,€$, und 4, € $, die Beziehung:

H,J = (47" -H,-4,)J = A7 -H,J- 4,
besteht,

2. Umgekebrt ist ein $, $,-Isomorphismus stets normal, wenn Hud
zum Zentrum von $,, also auch zum Zentrum von 6 gehért; in der
Tat gilt fiir 4;€$; (2 =+ p):

A7VH,J-4; = H,J = (47 H,-4,)J
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und fiir 4, € $,:
A;"H,J-4, = H,J = (4,0 H,J-4,J = (47 H,-A,)J,
womit die fiir normale Isomorphismen charakteristische Gleichung
A-v-H,J - 4 = (4-*-H, - A)J
fiir jedes Element 4 = 4,-4,-...-4,, aus & bewiesen ist.

§2.
Der Krull-Sehmidtsche Satz,

Satz 1 [von W. Krull und Otto Schmidt®)]. Jede Gruppe (im spezi-
ellen Sinne dieser Arbeit) lipt sich bis auf normale Isomorphie eindeutiq
als direktes Produkt direkt unzerlegbarer Untergruppen darstellen:

Ber zwet Zerlegungen

[(k) 63:51X"'X5m:
l(k) 6 =8, x...xX8%,

dieser Art kann zwischen den $, und den K, eine umkehrbar eindeutige

(D

Zuordnung
L T 5
@) ' '
Kioeennn K,

kergestellt werden (m = n) und zwar so, dap die Abbildung H, — K, be
der jedem Element H, € $, seine RM-Komponente K, zugewiesen wmi ein
ergentlicher, narmaler 53uR - Isomorphismus st 'emd die ,,Uberfiihrungs-
gleichungen

(3) G =K X... X R, X Dusr X oo X Dy

(v = 1,..., m) bestehen.

Beweis. DaBl Zerlegungen im Sinne unseres Satzes iiberhaupt exi-
stieren, folgt aus dem vorausgesetzten Doppelkettensatz (siche Einleitung)
nach den iiblichen Schliissen. Wir gehen darum gleich zum Beweis der
Eindeutigkeitsbehauptung iiber.

Zundchst zeigen wir, daB in () jedes $, durch mindestens ein &,
ersetzt werden kann und dabei die Abbildung H, - (& = Komponente

8) W. Krull, Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen, Math. Zeitschr. 23
(1925); Otto Schmidt, Unendliche Gruppen mit endlicher Kette, ebenda 29 (1929).
Fiir gewohnliche endliche Gruppen wurde der Satz im Abelschen Spezialfall von
Frobenius und Stickelberger (Uber Gruppen vertauschbarer Elemente, Crelle Journ. 86,
8.217—262), im nichtkommutativen Fall von R. Remak (Zerlegungen endlicher
Gruppen in direkt enzerlegbare Faktoren, ebenda 139, 1911) bewiesen.
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von H,) ein eigentlicher $,R,-Isomorphismus ist. Zu diesem Zweck
zerlegen wir jedes Element H, € $, in seine K-Komponenten

(4a) H, =K, -...-K,,

und jedes Element K, € &, in seine $-Komponenten

(4b) K,=H,-...-H,,.

Fir K, = K,, [siche (4a)] schreiben wir (4b) auch in der Form
(4c) K,, = HY... .H%.

Die Zuordnung H, — K,, [siehe (4a)] ist offenbar ein normaler
Hu K,-Isomorphismus J,,, die Zuordnung K, — H, , [siehe (4 b)] ein normaler
R, 9.-Isomorphismus J,, und die aus J,, und 7m zusammengesetzte Zu-
ordnung H, -~ K,, -~ HY; [siche (4c)] ein natiirlich ebenfalls normaler
Automorphismus 6, von 9 Die O, sind addierbar (siche Anm. 5), da
mit den Elementen K, ..., K, bzw. aus K, ..., R, auch deren $.-Kom-
ponenten H, ,, ..., H,, immer paarweise, also auch die Gruppen $,60,,.. 9.0,
zu je zweien elementweise miteinander vertauschbar sind. Wegen der
Beziehung H, = H{,.....H) — welche durch Einsetzen von (4c) in
(4a) unmittelbar ersichtlich wird — ist die Summe O, + ...+ 0, (siche
Anm. 5) der identische Automorphismus von 9u> also eigentlich. Da §,
direkt unzerlegbar ist, mu8 infolgedessen nach Hilfssatz 4 auch unter
den O, wenigstens einer etwa O, (r = a) eigentlich sein. Nach Hilfs-
satz 2 sind mit O, auch J,, und J,, eigentlich. Fiir jedes den Gruppen

K und H; X oo X Duy X Dus1 X v X
gemeinsame Element
K, = HeyooootHoypy-E-Hypioyoo. .- H,

folgt hieraus K,J,, = E = EJ,, [siche (4b)], d. h. K, — E, weil Juu
eigentlich ist. Es gilt also
Ko (9% X Du—1X Du 41X .. X D) = KX DX o XPu1X Dy 11X XS 6
wegen des Jordan-Hélderschen Satzes sogar

) DX e XDy XK X D1 X oo X §pp = 6.
Allgemein liegt dem Beweis der letzten Gleichung (5) die einfache Tat-
sache zugrunde, daf bei zwei belichigen direkten Produktzerlegungen einer
Gruppe 6 = A X ... XU, = B, X...x B, W, durch B, stets dann wund
nur dann ersetzt werden kann, wenn die Zuordnung 4, - (B, = Kompo-
nente von 4,) (4, €N,) ein eigentlicher Isomorphismus ist.

Wendet man das bisher Bewiesene hintereinander

1. bei den Zerlegungen (h) und (k) auf den Faktor $, an, wobei
die Gleichung
(by) 6 =R XPyX-.. XHn
entsteht,
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2. bei den Zerlegungen (h,) und (k) auf den Faktor $,, worans die
Gleichung
(k) G =K XK XD X X Dy
entsteht, so erhilt man, in diesem Sinne fortfahrend, den Satz 1 schritt-
weise (induktiv) in seinem vollen Umfange.

Zusatz. Bei zwei Remakschen Zerlequngen einer Gruppe

6 =6, X X G = K X... X Ry
gibt es zu jedem michtabelschen £, gemau ein mit $, normal-iso-
morphes K.

Beweis. Mindestens ein solches &, gibt es nach Satz 1. Mehr als
eines kann es aber nicht geben, weil sonst zwei nichtabelsche Faktoren &,
und K; desselben direkten Produkts & = & X... X R, normalisomorph
sein miiten, was nicht moglich ist, da ein normaler &, s-Isomorphismus J
nach Hilfssatz 5 &, auf eine Untergruppe des Zenfrums von K abbildet,
also gewil nicht eigentlich sein kann.

Aquivalent mit der Eindeutigkeitsbehauptung des Satzes 1 ist auch
der folgende, fiir manche Anwendungen zweckméBigere

Satz 2. Ist eine Gruppe auf zweierles Art als direktes Produlkt direkt
unzerlegbarer Faktoren dargestellz,

G =9HX...XDp = K X...X8K,,
so gibt es slels einen eigentlichen, normalen Automorphismus O, der die
erste in die zweite Zerlegung wberfihrt, was in dem Sinne zu verstehen ist,
doff .0 = K, gilt und die 8, ,...,R;, hierbei eine Permutation der
K ..., 8, bilden.

Beweis. Ist §, mit &, normal-isomorph nach Satz 1 und 6, en
infolgedessen existierender eigentlicher, normaler §, &, -Isomorphismus, so
erfiilllt der Automorphismus

6=H,-..H,~H86,-....-H,0,, (He$H, Hy€9,,....,H, D)
die Bedingung unseres Satzes. Daf umgekehrt aus Satz 2 die Ein-
deutigkeitsbehauptung des Satzes 1 hervorgeht, ist unmittelbar klar.

Da ein eigentlicher, normaler Automorphismus einer Gruppe zugleich
zentral 7) ist, was aus
B-1-40.-B= B~'0-460-B6O und 460-B-(BO)~' = B-(BO)"*-46
hervorgeht, wenn man beachtet, da mit 4 auch 46 alle Elemente der
Gruppe durchliuft, so lehrt Satz 2, dafB eine Gruppe auch bis auf zentrale

7) Bei einem wuneigendlichen, normalen Automorphismus A trifft dies im allge-
meinen nicht zu, wie das Beispiel des Nullautomorphismus P, == 4 — E zeigt. In
der Tat ist bei einem solchen der im Text gegebene Beweis nicht stichhaltig, da
ja A A nicht mit 4 alle Elemente der Gruppe durchliuft.



24 H. Fitting.

Isomorphie eindeutig als direktes Produkt direkt unzerlegbarer Untergruppen
dargestellt werden kanmn. Wir erhalten so die iibliche Fassung der Krull-
Schmidtschen Eindeutigkeitsbehauptung, die natiirlich inhaltlich ebenfalls
mit der in Satz 1 gegebenen Formulierung identisch ist.

§ 3.
Der Schmidtsche Austauschsatz.

Die Uberfithrungsgleichungen (3) des Satzes 1 bringen den Inhalt des
sogenannten Schmidtschen Austauschsatzes zum Ausdruck, der sich all-
gemein folgendermaBen formulieren liBt:

Satz 3 von Otto Schmidt®). Das Produkt P belicbiger Faktoren einer
Remakschen Gruppenzerlegung

(h) G =9H X... XD
kann stets durch das Produkt Q gewisser Faktoren einer anderen
(k) 6 =R X...X 8,

ersetzt werden ; die Faktoren von P lassen sich daber denen von Q wmkehr-
bar eindeutig so zuordnen, daf entsprechende Faktoren zeniral-(mormal-)
isomorph sind.

Die Auszeichnung der ersten Faktoren von (h) in den Gleichungen (3)
des Satzes 1 ist natiirlich unwesentlich, da in einem direkten Produkt
die Reihenfolge der Faktoren gleichgiiltig ist.

Als Spezialfille des Schmidtschen Austauschsatzes erwihnen wir:

Jeder nichtabelsche Faktor von (h) kann gegen den (einzigen!) mit
ihm normal-(zentral-Jisomorphen Faktor von (k), ebenso das Produkt aller
Faktoren von (h), die mit einem Abelschen §, isomorph sind, gegen
das Produkt aller mit $, isomorphen Faktoren von (k) ausgetauscht
werden; auf gewGhnliche, endliche Gruppen angewandt, entsteht hieraus
das bekannte Ergebnis von Remak, daf in einer Remakschen Zerlegung
einer gewohnlichen, endlichen Gruppe das Produkt aller vorkommenden
zyklischen Faktoren von derselben Primzahlpotenzordnung stets durch

.das isomorphe Produkt einer anderen Remakschen Zerlegung der Gruppe
ersetzt werden kann?).

§ 4
Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die absolute (identische)
Eindeutigkeit der Remakschen Gruppenzerlegungen.

Satz 4. Damit eine Gruppe ® nur auf eine einzige Weise in das
direkte Produkt direkt wunzerlegbarer Unitergruppen zerlegt werden kamm, ist

8} Otto Schmidt, a. a. O., siche Anm. 6).
% B. Remak, a. a. O. [siche Anm. )], Satz 4.
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hinreichend und notwendig, daf alle direkien Faktoren von & WN-charakie-
ristisch ') sind, wo R die Menge aller normalen, eigentlichen Automorphismen
von G bedeutet.

Beweis. Nach Satz 2 ist die Bedingung hinreichend; sind namlich

G =H X... X9 = K X... X8R,

zwei Zerlegungen von G im Sinne des Krull-Schmidtschen Satzes, so gibt
es nach Satz 2 einen eigentﬁchen normalen Automorphismus @ € R, fiir
den $,2 9,0 = &;, 2 & @*1 = 9. gilt, woraus 9, = &;, folgt.

Die Notwendxgkelt der Bedmgung beruht darauf, daB, wenn in einer
Remakschen Zerlegung von ®

(b) 6 =9,X-X9nm

ein Faktor §, nicht %—charaktenstlsch ist, stets ein eigentlicher Auto-
morphismus /7 angegeben werden kann, der (h) in eine von (h) verschiedene
Remaksche Zerlegung (h') von & iberfiihrt. .

(®) 6 = 9, I0x...xH,11

Wir gelangen zu einem solchen Automorphismus /7 auf folgendem Wege:

Zunichst wihlen wir aus 9t einen Automorphismus @ aus, der $,
nicht auf eine Untergruppe von sich abbildet (9.0 nicht < §,). Hierauf
fiihren wir die m Automorphismen 4 - 4, = H, ein, wo A ein be-
liebiges Element aus  und 4, die $,-Komponente von A bedeutet. Aus
den H, und O setzen wir durch Multiplikation die m® Automorphismen
H,0H, = 6,, zusammen. Fiir u < » bilden wir aus diesen die Summe
H.OH, + P, —H,OH,+ P,, was im Sinne der in Anm. °) angegebenen
Definition darum moglich ist, weil das Element 40,, = 4,0,, wegen

A4,0,, = (H,'-4,-H)0,, = H'-4,0,,-H, (H,€%)

zum Zentrum von $,, also auch zum Zentrum von ® gehért und
6., = H, O H, daher stets ein Zentrumsautomorphismus ) ist (vgl. Hilfs-
satz 5, §1). Schlieflich wihlen wir unter den Summen H.OH, + P,
(¢ == ») noch eine von P, verschiedene H,®Hg -+ P, (« < f) aus, bei
der also H,@H; == P, ist, eine solche muB existieren, da sonst wegen

ZmHllzpl’ @=P10P1=§H¢¢@Hv

p=1 W, ¥=1

10) Ist 9t eine beliehige Menge von Automorphismen einer Gruppe &, so
heiBt eine Untergruppe von & $M-charakteristisch, wenn sie bei allen Automorphismen
aus M auf eine Untergruppe von sich selber abgebildet wird.

11) §o mnemnne ich nach F, §10 diejenigen Automorphismen einer Gruppe,
weleche die Gruppe auf eine Untergruppe ihres Zentrums abbilden. Zentrums-
automorphismen sind dadurch ausgezeichnet, daB sie zu allen Automorphismen
addierbar sind.
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die Beziehung
H. 0 = 5aZHOHv—*5uZH@H = 9. H,0H, & 9,
w,v=1
gelten wiirde, was der Voraussetzung uber © widerspricht.

Mit IT = H,O Hz+ P, == P, (x == f) haben wir nun in der Tat einen
Automorphismus von der verlangten Beschaffenheit erhalten: I7 ist eigentlich,
da wegen H, Hy = P, die Relation (H,@ H; + P))-(— H,OH;+ P,) = P,
besteht. AuBerdem fiihrt 77 die Zerlegung (h) in eine zweite (h') iiber,
die von (h) verschieden ist, weil die Beziehungen

Sj,‘=$j,,ﬂfﬁry#oc, ﬁa*ga(Ha@Hﬁ*‘“Po
gelten.

Aus dem soeben Bewiesenen folgt, daB in einer Gruppe, die nur
eine einzige Remaksche Zerlegung ® = $, X... X $,, zuliBt, alle Fak-
toren $, dieser Zerlegung und mit diesen iiberhaupt alle direkten Faktoren,
die ja durch Multiplikation gewisser §, entstehen, notwendig N-charakte-
ristisch sein miissen.

Uber die an Satz 4 anschlieBende Frage, wann ein direkter Faktor
von ® N-charakteristisch ist, erhalten wir Aufschluff durch

Satz 5a. Ein Faktor $, einer beliebigen direkten Produktzerlegung
einer Gruppe & = H; X ... X Dy (1 L « < m) st stels dann und nur
dann N-charakteristisch [wo N (wie in Satz 4) die Menge der eigentlichen,
normalen Automorphismen bezeichnet], wenn normale $, 9,-Isomorphismen —
von der ,trivialens Abbildung H, ~ E (welche jedem Element H, € 9, das
Einhestselement E von ® zuordnet) abgesehen — fiir v == o nacht existieren.
(In diesem Satz werden die $, nicht direkt unzerlegbar vorausgesetzt!)

Beweis. Zunichst beweisen wir die erste Hilfte der Behauptung:
Ist die Bedingung unseres Satzes erfillt, so ist $, N-charakteristisch.
Es sei @ € N. Bezeichnet man den Automorphismus 4 — A4, (welcher
jedem Element 4 aus G seine $,-Komponente 4, zuordnet) genau wie
beim Beweis des Satzes 4 mit H,, so gilt f‘ H, = P, und

#=1

©®=POP = f’ H. @ H,. Zur Abkiirzung werde H, @ H, = 6,,, gesetzt.

Hy=1
Dann ist die Abbildung H, — H,0,,, wo H, ein beliebiges Element
aus $, bedeutet, ein normaler ,H,-Isomorphismus, der unter den ge-
machten Voraussetzungen fir x4 = «, v #+ o mit der trivialen Zuord-
nung $H, — E identisch sein muB. Hieraus folgt (fir alle 4 €6):
40,, = 4,0,, = E, d.h. 0,, = P,. Daher gilt

9.0 = 55a2@v~$5a29m——§a e & Dus

My ¥=1 =1

was zu beweisen war.
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Die Notwendigkeit der Bedingung beweisen wir, indem wir zeigen,
daB aus jedem nicht-trivialen, normalen $, $,-Isomorphismus J eigentliche,
normale Automorphismen konstruiert werden konnen, die $, nicht auf
eine Untergruppe von sich abbilden. Automorphismen dieser Art erhalten
wir dadurch, dafl wir von J zu dem Automorphismus

A==H,.....H, - H,J H, €9, Hy€9,y,..,H,, €9D0)
(den ich in F, § 15 die , Erweiterung von J* genannt habe) und von A
zu den Summen A - P, — A+ P, iibergehen, die im Sinne der in der
Anm. %) gegebenen Definition in der Tat gebildet werden kénnen, da J
nach Hilfssatz 5 (§1) 9. auf eine Untergruppe des Zentrums von $,,
also auch des Zentrums von ¢ abbildet und A infolgedessen ein Zentrums-
automorphismus ist [sieche Anm. 1)].  Miihelos bestitigt man, dafl
A+ P, —A+ P, die gewiinschte Eigenschaft haben. Sie sind normal
und eigentlich, ersteres, weil 4 und P, normal sind, letzteres, weil sie der
aus A* = P, folgenden Relation (A4 + P,) (—A-+ P,) = P, geniigen,
ferner bilden sie — wie unmittelbar ersichtlich — §, nicht auf eine
Untergruppe von $, ab.

Satz 5b. Die Bedingung des Satzes ba ist dquivalent domit, daf —
unter R, die Kommutatorgruppe*®) von 9, verstanden — homomorphe Ab-
bildungen von $, = /K. ouf eine von der Einheitsgruppe (E) verschiedene
Untergruppe 3, des Zentrums von $, wicht méglich sind. Bei einer ge-
wéhnlichen, endlichen Gruppe ist hierfir notwendig und hinreichend, daf
die Ordnung der Gruppe $, und die Ordnung des Zentrums 3, von $,
keinen echten Teiler gemein haben, was bei einer Abelschen (gewdhnlichen,
endlichen) Gruppe stets damn und nur dann der Fall ist, wenn Ordnung
und Index von 9, teilerfremd zueinander sind.

Beweis. Nach Hilfssatz 5 (§ 1) sind normale $, $,-Isomorphismen
(im Fall v &= «) dadurch ausgezeichnet, daf sie §, auf eine Unter-
gruppe 3, des Zentrums von £, abbilden, die bei ,nicht-trivialen®
9« HvIsomorphismen und nur bei diesen iiberdies von (E) verschieden ist.
Im Besitz dieser Charakterisierung nicht-trivialer, normaler $, 9,-Isomorphis-
men fibersiecht man die Aquivalenz der in den Sitzen 5a und 5b an-
gegebenen Bedingungen unmittelbar; denn allgemein gilt ja der fast
triviale

Hilfssatz 6. Bei beliebigen Gruppen U und B mit demselben
Operatorensystem sind U B-Isomorphismen, die W auf eine Abelsche Unter-

12) Die Kommutatorgruppe der operatorfreien Gruppe ist fiir jedes Operatoren-
system ein zulissiger Normalteiler, d. h. nach einer von Herrn F. Levi in seiner
Arbeit: Uber die Untergruppen der freien Gruppen (2. Mittlg.), Math. Zeitschr. 87
(1933), S.92 eingefithrten Bezeichnungsweise — ,,vollinvariant®; fiir jeden Operator
o € Q gilt nimlich w(4-B-41.B Y)Y —=wd -0oB-0 A" -0 B ’
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gruppe B’ von B abbilden, stets dann und nur dann méglich, wenn B’ zu
A/A* homomorph ist, wo U* die Kommutatorgruppe von N bedeutet. Dal
die Bedingung hinreicht, ist nach dem Homomorphiesatz unmittelbar klar
(A ~ A/A* ~ B'). Ebenso einfach erkennt man auch die Notwendigkeit
der Bedingung, wenn man beachtet, dafl in U alle Normalteiler %’ mit
Abelscher Restklassengruppe /A’ die Kommutatorgruppe A* umfassen
und nach dem ersten Isomorphiesatz B’ oz /A"~ (A/A*)/(AW/A*) gilt. —
Im Spezialfall des Satzes 5b ist $, = U, $, =B, 3. = B’ zu setzen!
Durch Zusammenfassung der Sdtze 4, 5a und 5b erhalten wir

Satz 6. Eine zweite notwendige und hinrewchende Bedingung dafiir,
daf eine Gruppe nur eine Zerlegung & = 9, X ... X 9,, n direkt unzer-
legbare Untergruppen besitzt, besteht darin, daff meben der trivialen Ab-
bildung H, — E normale 9, 9,-Isomorphismen (u == v) oder — was nach
Satz 5b auf dasselbe herausliuft — homomorphe Abbildungen von $, = $,/K,
auf 3, nicht existieren, wobei 8, die Kommutatorgruppe von $,, 3, eine
von (E) verschiedene Untergruppe des Zentrums von $, bedeutet. Im Spezial-
fall Abelscher Gruppen ist dieser Satz mit dem von Herrn Krull in seiner
Arbeit: Uber verallgemeinerte, endliche, Abelsche Gruppen [a.a O., siche
Anm. %], Satz 13 ausgesprochenen Kriterium identisch.

Satz Ta. Ewme hinreichende, allerdings nicht notwendige Bedingung
fiir die absolute Eindeutigkeit der Remakschen Zerlegungen einer Gruppe ist
auch die, daf die Gruppe keinen vom Nullautomorphismus Py = A — E
verschiedenen Zentrumsautomorphismus besitzt.

Beweis. Nach Satz 6 ergibt sich die Behauptung daraus, daB8
unter den gemachten Voraussetzungen ein nicht-trivialer, normaler §, $,-
Isomorphismus J nicht existieren kann, wenn $,, $, voneinander ver-
schiedene Faktoren einer beliebigen Remakschen Zerlegung der Gruppe
bedeuten. Gibe es nimlich einen solchen, so miite die Gruppe — ent-
gegen der Bedingung unseres Satzes — auch einen von P, verschiedenen
Zentrumsautomorphismus besitzen, da wir, um einen solchen zu erhalten,
nur von J zu der sogenannten , Frweiterung” von J, d. h. der Abbildung
A =H,...H, - H,J iiberzugehen brauchten. In der Tat wiirde J den
Faktor $, nach Hilfssatz 5 (§ 1) auf eine von der Einheitsgruppe (E)
verschiedene Untergruppe des Zentrums von $,, also auch des Zentrums
von & abbilden, auf welche auch & von A abgebildet wiirde.

Noch einfacher ergibt sich — wie wir bereits in der Einleitung an-
deuteten — nach Satz 4 (oder auch 2) die Behauptung direkt daraus,
daB die Gruppe unter der Bedingung unseres Satzes neben dem identischen
Automorphismus keinen eigentlichen, normalen (zentralen) Automorphis-

i mus € mehr besitzen kann, da bei einem solchen die Zuordnung
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4->A4-(40) 1 =Zder Relation 4 -(460)1-B-(BO)"1=4.B- (A0 -BO)
rufolge ein Zentrumsoutomorphismus, in unserem Falle also Z = P, d. h.
9 = P, sein muf.

Satz Tb. Die Bedingung des Satzes Ta kann oauch in der gleich-
wertigen Fassung formuliert werden, dafi homomorphe Abbildungen der Rest-
tlassengruppe G|K nach der Kommutatorgruppe K (von &) auf Unter-
yruppen 3 des Zentrums (von ®) fir 3 == (E) nicht ewistieren.

Beweis. Genan wie bei den Sitzen 5a und 5b ergibt sich auch
hier wieder der Zusammenhang zwischen den Sitzen 7a und 7b aus dem
Hilfssatz 6, wenn dieser auf den Spezialfall A = B = G, B" = 3 an-
gewandt wird.

Aus den Sitzen Ta und 7b folgt als spezieller Fall

Satz 8 [Speiserscher Dualismus®®)]. Eine Gruppe, die mit ihrer
Kommutatorgruppe identisch ist, oder eine solche, deren Zentrum nur die
Einheitsgruppe (E) als zuliissige Untergruppe enthilt, kann nur auf emne
eimzige Weise als direktes Produkt direkt unzerlegbarer Uniergruppen dar-
gestellt werden.

Man sieht, daf beide Fille des Speiserschen Dualismus einer gemein-
samen Wurzel, dem fast trivialen Satz 7a (bzw. 7b) entspringen und
sich aus diesem Zusammenhang das Bestehen dieses merkwiirdigen Dua-
lismus sehr einfach erklirt.

Eine Anwendung der Sitze dieses Paragraphen auf gewdhnliche end-
liche Gruppen fithrt auf bekannte Ergebnisse zuriick, die schon von Herrn
Remak 1*) aufgestellt und kiirzlich von Herrn Shoda®) in seiner Arbeit
,Uber die Automorphismen einer endlichen zerlegbaren Gruppe“ neu be-
wiesen wurden:

Satz 9. Damit eine gewdhnliche, endliche Gruppe nur eine einzige
Zerlegung & = 9, X ... X9, n direkt unzerlegbare Untergruppen besitzt,
15t notwendig und hinreichend, dafi der Index der Kommutatorgruppe K,
von §, unter §, und die Ordnung des Zentrums 3, von , (u == v) teiler-
fremd zueinander sind (vgl. Satz 6), was z. B. bei solchen nicht-kommutativen
Gruppen, bei denen Index der Kommutatorgruppe S und Ordnung des Zentrums 3
von & keinen wom o 1 verschiedenen Teiler gemein haben, tmmer und bei
kommutativen Gruppen stets dann und nur dann der Fall ist, wenn die
Gruppe zyklisch ist.

1%) A. Speiser, Theorie der Gruppen endlicher Ordnung, 2. Aufl., S.136.

14) Man vergleiche hierzu z. B. die in der Anm. %) zitierte Arbeijt, S.308.

15) K. Shoda, Uber die Automn~rphismen einer endlichen zerlegbaren Gruppe,
Journ. of the Fae. of Science, Univ. of Tokio, Sect.I, vol. II, part2. Bei Herrn
Shoda handelt es sich zwar nicht wie hier um Remaksche, sondern um ,,normale’
Zerlegungen, der Unterschied ist aber nicht wesentlich.
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§5.
Verallgemeinerungen.

M sei irgendeine Menge von Automorphismen einer Gruppe G mit
dem Operatorensystem Q und Q% diejenige Menge, welche aus Q durch
Hinzunahme aller Automorphismen aus M entsteht. Offenbar ist O
wieder ein System von Operatoren, die auf die Elemente aus & ange-
wendet werden koénnen, so daf & auch als Gruppe mit dem Operatoren-
system Q% aufgefaBt werden kann. Die fiir Gruppen geforderte Endlich-
keitsbedingung: der Doppelkettensatz fiir die Normalteiler, ist natiirlich
erfiillt, weil ja jede normale Q%*-Untergruppe von & immer zugleich
normale Q-Untergruppe ist. Auf die Q*-Gruppe ® wenden wir jetzt die
Ergebnisse aus den §§2, 3 und 4 an. Da die Q*Untergruppen von &
mit den IN-charakteristischen Untergruppen der Q-Gruppe & identisch
sind, erbalten wir auf diese Weise die folgenden Resultate:

Satz 10. Ist M eine beliebige Menge von Automorphismen einer
Gruppe ®, so lifit sich & stets bis auf zentrale (normale) Isomorphie ein-
deutig als direktes Produkt solcher Untergruppen darstellen, welche M-charak-
teristisch und YW-charakteristisch direkt unzerlegbar sind, d. h. micht wester
i das direkte Produkt W -charakteristischer, echter Untergruppen zerfillt
werden konnen. Diese Zerlequngen sind sogar absolut eindeutiq bestimmt,
wenn olle M-charakteristischen, direkten Faktoren von ® N*-charakteristisch
sind, wobet N* die Menge derjenigen eigentlichen, normalen Awutomorphismen
bedeutet, die mit W elementweise vertauschbar sind; fiir die 2*-Gruppe &
ist niamlich N* die Menge der eigentlichen, normalen Automorphismen.
Absolute Eindeutigkeit besteht bei den Zerlegungen dieses Satzes insbesondere
dann, wenn WM dee Menge N°) umfaft, beispielsweise dann, wenn MM die
Menge aller Automorphismen, der Bereich U aller normalen Automorphismen,
die Gesamiheit aller eigentlichen Automorphismen von 7} oder die Menge N
selber ist.

16) % bedeutet hier genau wie in Satz 4 die Gesamtheit aller eigentlichen,
normalen Automorphismen der Q-Gruppe 6.

17) Fir gewohnliche endliche Gruppen beweist Herr Shoda die absolute Ein-
deutigkeit der direkten Produktzerlegungen einer Gruppe in charakteristische urd
charakteristisch direkt unzerlegbare Untergruppen im Anhang der in der Anm. 1%)
zitierten Arbeit.

(Eingegangen am 1. August 1933.)
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